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Interpretacja geometryczna iloczynu wektorowego

Wezmy dwa nieréwnolegle wektory @ i ¥ o wspdélnym poczatku w punkcie A.
Wyznaczaja one réwnoleglobok jak na rysunku 7.13.
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Rysunek 7.13: Réwnolegtobok wyznaczony przez dwa wektory

Pole tego rownolegltoboku jest réwne

[Pl =1%|-|h|
Poniewaz |h| = | 7’| - sin Z(W, V'), to
|P| = |||V -sin(W, ) =|u x 7|

Prawa strona otrzymanej réwnosci jest dlugoécig wektora w x ©'. Udowodni-
liSmy zatem twierdzenie 7.7

Twierdzenie 7.7 Pole réwnolegloboku wyznaczonego przez dwa nieréwnolegle
wektory jest liczbowo rowne diugosci iloczynu wektorowego tych wektorow

|P|=|u x ¥ (7.11)
Whniosek 7.4 Pole tréjkata o wierzchotkach w punktach A, B,C mnielezZgcych

na jednej prostej jest rowne

—_— —

PAABC’ = . |AB x A | (7.12)
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7.1.6 Iloczyn mieszany wektorow

Definicja 7.11 lloczynem mieszanym wektorow W, v oraz W nazywamy
liczbe
(T x7T)- T

Podstawowe wlasnosci iloczynu mieszanego podane sg w ponizszym twierdze-
niu 7.8.
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Twierdzenie 7.8 Jezeli
i = | o 7=] J, w=] JeR?, ¢
u Ugy Uy, Uz|y, VU Vg, Uy, Vz], W Wy y Wyyy Wy ; 1O

Up Uy Uy
(UXV)-W=| vy vy v, (7.13)

Wy Wy Wy

Ponadto,
(UxT)- W= Wxu) 7= WxW)- -u

Inng przydatna wlasnosé iloczynu mieszanego opisuje kolejne twierdzenie 7.9.

Twierdzenie 7.9 Iloczyn mieszany trzech niezerowych wektorow o wspolnym
poczgtku jest rowny zero wtedy i tylko wtedy, gdy lezg w jednej plaszczyinie.

Definicja 7.12 Trzy niezerowe wektory nazywamy komplanarnymsi
(wspdlplaszczyznowymi), gdy ich iloczyn mieszany jest réwny zero.

Przyktad 7.4 Sprawdzié, czy wektory 4 = [2,3,—1], v =[0,2,4] oraz
w = 10,0, 3] s¢g komplanarne.

Rozwigzanie
Obliczamy iloczyn mieszany (4 X ¥) - W tych wektoréw. Korzystamy z faktu,
ze wyznacznik ma postaci trojkatng i otrzymujemy

3
2 4 |=2.2-(=3)=-124£0
0

Wynik rézny od zera oznacza, ze wektory nie leza w jednej plaszczyznie
(nie sa komplanarne). O

Przyktad 7.5 Sprawdzi¢ czy punkty A(1,1,3), B(2,4,1), C(—4,5,2) oraz
D(3,2,0) lezg w tej samej plaszczyznie.

Rozwigzanie

, , _— — g ,
Wyznaczymy wspélrzedne wektoréw AB, AC oraz AD o wspdélnym poczatku
w punkcie A i skorzystamy z twierdzenia 7.9. Mamy kolejno

—
AB=[2-1,4-1,1-3]=[1,3,-2]

—
AC =[-4—-1,5-1,2—3] = [-5,4,—1]
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—
AD=[3-1,2—1,0-3]=[2,1,-3]

1 3 -2 L
Wtedy | =5 4 —1 | = —36 # 0, co oznacza, ze wektory AB, AC oraz
2 1 -3
—
AD nie sg komplanarne, wiec dane punkty nie leza w tej samej ptaszczyznie.

O

Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego

Zastandéwmy sie teraz co, geometrycznie, oznacza wynik ostatniego przykltadu
— trzy niezerowe i nieréwnolegle wektory o wspolnym poczatku nie lezace w tej
samej plaszczyznie. Kazde dwa z nich oczywidcie leza w jakiejs plaszczyznie,
co wiecej, wyznaczaja pewien réwnolegtobok. Wobec tego trzy wektory wyz-
naczaja réwnolegtoscian jak na rysunku. Oczywiscie wektory te wyznaczaja
tez czworo$cian, ktérego wierzchotkami sa poczatek i konice wektoréw.
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Rysunek 7.15: Vezy = ¢|(@ x 0) - |
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Tloczyn mieszany wykorzystujemy do obliczania objetoéci takiego rownolegto-
Scianu i czworo$cianu

Twierdzenie 7.10 Objetosé réwnolegloscianu wyznaczonego przez trzy
niekomplanarne i nierdwnolegle wektory jest rowna wartosci bezwzglednej iloczy-
nu mieszanego tych wektoréow, a objetosé czworoscianu wyznaczonego przez te
wektory jest rowna jednej szostej objetosci wyznaczonego przez nie rownolegtos-
cianu.

Przyktad 7.6 Obliczyé objetos¢ réownolegloscianu wyznaczonego przez
wektory 4 =[1,2,8], ¥ =[3,4,9] oraz & = [5,6,7]

Rozwigzanie
Skorzystamy ze wzoru podanego w twierdzeniu 7.8. Otrzymujemy

1
Vigwn. = |(i x 0) -] = [ | 3
5

7.1.7 Plaszczyzna w przestrzeni R?
Roéwnanie ogdlne

Zalézmy, ze dana jest plaszczyzna 7, pewien punkt Py(zo, 30, 20) lezacy w tej
plaszczyznie oraz wektor 7 = [A, B, C]% # 0 do tej plaszczyzny prostopadly.
Pamigtajac przy tym, ze zaréwno wspolrzedne punktu Py jak i wektora ¢ sa
danymi liczbami, wyprowadzimy réwnanie opisujace ptaszczyzne 7. Przeprowa-
dzimy w tym celu nastepujace proste rozumowanie.

Niech P(z,y,z) # Py bedzie dowolnym punktem plaszczyzny m. Wowczas

—_— — =
Pern & PFPPCnmn & v -BP=0.

Stad

<y

—
-PbP=0 < [r—z0,y—90,2—20) [A,B,C]=0

& Al —x0)+ By —vo) +C(z—20) =0 (7.14)

Po przeksztalceniach mamy

Ax+ By +Cz—Axyg— Byg— Czy =0,
=D
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Zapis T :
Axr+By+Cz+D =0
oznacza, ze
plaszczyzna

oznaczona litera 7

ma réwnanie

Arz+By+Cz+D =0
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czyli (z,y,z) e & Az+By+Cz+ D =0.
Widzimy zatem, ze aby punkt P(x,y, z) lezal w plaszczyznie 7 jego wspol-
rzedne musza spetnia¢ réwnanie

Ax +By+Cz+ D = 0. (7.15)

I na odwrét, jedli wspélrzedne punktu spelniajg rownanie 7.15, to punkt
nalezy do ptaszczyzny w. Réwnanie to nazywamy réwnaniem ogdlnym
plaszczyzny w. Przypomnijmy, ze w réwnaniu tym wspotczynniki A, B, C' sa
wspélrzednymi wektora normalnego (prostopadtego) do plaszczyzny .
Wektor normalny oznaczamy 7.

Przyktad 7.7 Napisaé réwnanie plaszczyzny przechodzgcej przez punkt
Py(1,2,3) i prostopadlej do wektora v = [4,5, 6].

Rozwigzanie
Skorzystamy ze wzoru 7.14, w ktérym A =4, B=15, C = 6 oraz
xo =1, yo =2, 20 =3 . Otrzymujemy
4z —1)+5(y—2)+6(2—3)=0
dr —4+5y—10+62—18=0
dr +5y+62—-32=0

Jest to szukane réwnanie naszej plaszczyzny. O

Roéwnanie odcinkowe

Posta¢ odcinkowa rownania ptaszczyzny jest bardzo wygodna do naszkicowa-
nia jej w trojwymiarowym ukladzie wspoétrzednych. Jesli w réwnaniu ogélnym
ptaszczyzny Ax + By + Cz + D = 0 wszystkie wspotczynniki A, B, C oraz D
sa rozne od zera, to mozemy przeksztalci¢ je nastepujaco:

Axr+ By+Cz=—D |: (—D)

Ax n By C=z
-D  -D -D
x

A
-y )

Przyjmujac oznaczenia
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otrzymamy réwnanie naszej plaszczyzny w postaci odcinkowej

LY L2 (7.16)
p q T
Z

Rysunek 7.16: Interpretacja réwnania odcinkowego ptaszczyzny

Nazwe rownanie odcinkowe wyjasnia powyzszy rysunek, na ktéorym widzimy,
ze liczby p, q, r s wspéirzednymi punktéow, odpowiednio na osiach Ox, Oy, Oz,
w ktorych plaszczyzna te osie przecina.

Umiejetnos¢ szkicowania plaszczyzny o danym réwnaniu przydaje si¢ na
przyklad przy obliczaniu calek podwdjnych i potréjnych (wykorzystujemy
woéwcezas fakt, ze rzutem naszej plaszczyzny na plaszezyzne Oxy jest trojkat
o wierzchotkach (0,0), (p,0) oraz (0, q).

Przyktad 7.8 Zapisz rownanie plaszczyzny z poprzedniego przyktadu w postaci
odcinkowej, a nastepnie naszkicuj jg w ukladzie wspotrzednych.

Rozwigzanie
Przeksztalcimy réwnanie do postaci odcinkowej

dr +5y+62—-32=0

dx + by + 62 = 32| : 32
4xr by 6z
L Ao |
32 + 32 * 32
Stad po skréceniu pierwszego utamka przez 4, drugiego przez 5, a trzeciego

przez 6 otrzymamy réwnanie naszej plaszczyzny w postaci odcinkowej
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